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e DYNAMIKA

1. PREDMET DYNAMIKY, JEJi VYVOJ

Obsah této kapitoly:
- Predmeét dynamiky, zakladni ulohy
- Historicky vyvoj

=) Predmét dynamiky, zakladni tlohy

Dynamika je ¢ast mechaniky, ktera studuje pohybové zmény
A zpiisobené silovymi ic¢inky (tedy zmény pohybu s ohledem na

' jejich prFiciny). Na rozdil od kinematiky pracuje s hmotnosti a
setrvacnosti. Zakladni otazkou kinematiky je ,,JAK*“ (se méni

pohyb télesa), zakladni otizkou dynamiky je ,,PROC.

Zakladnimi ilohami dynamiky jsou bud’ ur€eni zrychleni télesa
na zaklad¢ znalosti ptisobicich sil, nebo urceni silovych ucinkd,
které zplsobily znamou zménu pohybového stavu.

Zakladni rovnici dynamiky je druhy Newtonlv pohybovy
zakon. Jakakoli dynamickd tiloha se da timto zdkonem vyfesit.

Obr. 1

Na zadkladé zrychleni miizzeme pocitat i dalsi veliciny — drahu, rychlost, cas. V tomto
smeru je nezbytnou prupravou pro uspésné studium dynamiky kinematika.

Eﬂ')) Historicky vyvoj dynamiky

Tzv. klasicka dynamika je plodem obdobi 16. — 17. stoleti, které je v d&jinach védy
nazyvano védeckou revoluci. Kon¢i stredoveéka predstava statického geocentrického vesmiru,
vnémz se vSechna télesa pohybuji kolem Zemé po soustiednych kruznicich. Mikulas
Kopernik (1473-1543) publikoval vroce své smrti heliocentrickou teorii, pozorovani
a vypocCty piednich astronomi Tychona de Brahe (1546-1601) a Johannese Keplera (1571-
1631) prokazaly, ze planety se pohybuji po elipsaich nerovnomérnym pohybem. Galileo
Galilei (1564-1642) vnesl do teoretické védy experimentalni metodu, kterou narusil uznavana
dogmata starovéké a stfedovéké veédy, a piedjal mimo jiné zakon setrvacnosti. DovrSitelem
vyvoje byl anglicky ucenec Sir lIsaac Newton (1643-1727), ktery formuloval zakladni
principy novodobé piedstavy o pfirod¢. Pfedev§im se jedna o gravitani zakon, tfi pohybové
zédkony a novou matematiku, dnes nazyvanou diferencidlni a integralni pocet. Tato vyssi
matematika pouZziva nekone¢né malych hodnot a diky tomu umoziuje stanoveni okamzitych
hodnot veli¢in pfi proménnych d&jich. Tyto principy pouzival ve starov€ku jizZ Archimédes,
ale Newton je tviircem uceleného systému.

Newtonova klasickd dynamika dala védé program na dvé stoleti. Na zakladé vyzkumu
elektrickych jevil a poznatkli o mikrosveété vznikla relativisticka dynamika, popisujici déje
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pti rychlostech blizkych rychlosti svétla (Albert Einstein, 1876-1955), a kvantova
mechanika, zabyvajici se elementarnimi ¢asticemi (Max Planck, 1858-1947).

Klasicka newtonska mechanika neztraci svoji platnost pii popisu déjii v makrosvété kolem
nas. Je zakladem klasické teoretické fyziky.



2. POHYBOVE ZAKONY, D'ALEMBERTUV PRINCIP

Obsah této kapitoly:

- Pohybové zdkony

- Inercialni a neinercialni soustavy
- D’Alembertiiv princip

':4’)) Pohybové zikony

Ziakon setrvacénosti — 1. pohybovy zikon:
Téleso setrvava v klidu, nebo v rovhomérném piimoc¢arém pohybu, dokud neni vnéjsi
silou nuceno tento sviij stav zménit.

Vnéjsi sily méni rychlost pohybu télesa (urychleni, zpomaleni, uvedeni z klidu do pohybu
nebo zastaveni télesa) nebo trajektorii pohybu (zakiiveni). Projevuji se zrychlenim te€nym
(zména velikosti rychlosti) nebo normalovym (kiivocary pohyb). Zrychleni je definovano II.
pohybovym zdkonem.

Tento zdkon nelze primo prakticky overit — Zadné téleso neni mimo ucinek sil, stale
pusobi tieni, odpor prostredi, pritazlivost apod. Je vyvozen na zakladé pozorovaini
snahy téles setrvavat v pohybovém stavu.

Zakon sily — I1. pohybovy zakon:
Zména pohybu je umérna pisobici sile a ma s ni stejny smér. Nepfimo umérna je
hmotnosti télesa.

Matematicky vyjadieno:

V technické mechanice pouZivdme tuto rovnici vétSinou ve tvaru:
F=m-a.
(sila je rovna soucinu hmotnosti télesa a zrychleni).

Sila tihova udéli télesu o hmotnosti m tihové zrychleni g (G = m - g), hmotnost setrva¢na je
rovna hmotnosti tihové'.

Zakon (princip) akce a reakce — II1. pohybovy zakon:
Vziajemné mechanické uc¢inky mezi télesy maji vidy stejnou velikost a smér, ale opacny
smysl, tedy kazdé akci prislusi stejné velika reakce opacného smyslu.

Télesa mohou vzajemné plsobit bud’ pfimym kontaktem, nebo pomoci pole, ¢i interakci mezi
elementarnimi ¢asticemi. Matematicky vyjadiujeme princip akce a reakce rovnici:

1V tzv. stavu beztize bychom sice nepocitovali tihu t&lesa, ale setrvatné uginky ano. Newtonova teorie tuto
rovnost nevysvétluje, z jejiho hlediska se jedna o ndhodu. Vysvétleni dava obecna teorie relativity.
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Znaménko minus vyjadiuje, ze se jednd o sily pusobici na rizna télesa (rovnice neni
podminkou rovnovahy). Tento zdkon jsme pouzivali ve statice pii aplikaci metody
uvoliovani.

Ejl)) Inercialni a neinercialni soustavy

Jako inercialni vztazna soustava se oznacuje takova vztaznd soustava, v niz plati zakon
setrvacnosti. Kazda vztazné soustava, je-li vzhledem k dané inercialni soustavé v klidu nebo
pohybu rovnomérném piimocarém, je rovnéz inercialni.

Soustavy, V nichz zékon setrvacnosti neplati, se nazyvaji neinercialni. Pohybuji se pohybem
pfimocarym zrychlenym, zpozdénym, nebo kiivocarymi pohyby.

Kdybychom neuvazovali tfeni, pfedmét ve vozidle pohybujicim se se zrychlenim, by pro
pozorovatele na zemi setrvaval v pavodni poloze. Pro pozorovatele ve vozidle by se vSak
pohyboval v opacném smyslu k vektoru zrychleni, ackoli by na pfedmét neptisobila zadna
vngj$i sila (tedy v rozporu se zdkonem setrvacnosti). Tuto vlastnost hmotnych téles nékdy
vyjadiujeme zavedenim setrvaéné sily jako sily opa¢né zrychlujici. Pro rovnomérné rotujici
téleso je touto silou sila odstrediva.

':4’)) D’Alembertiiv princip’
D’ Alembertav [dalambéruv] princip je dilezitym principem teoretické mechanikyz, na ktery
navazuji dalsi metody. Ve specialnim piipadé tohoto obecnéjsiho principu se jedna o jinou
formu vyjadreni II. pohybového zdkona. V této formé jej technickd mechanika pouziva jako
zakladni metodu K feseni uloh.

Tento specidlni pripad d’Alembertova principu aplikujeme tak, Ze k vnéjSim silam
pusobicim na téleso pripojime opacné zrychlujici setrvanou silu rovnou soucinu
hmotnosti a zrychleni (F;, = m-a) a pro takto vzniklou soustavu napiSeme podminku
dynamické rovnovahy (pohybovou rovnici):

ZF1=0

Cteme: vyslednice vnéjsich a setrvaénych sil se
rovna nule. Méjme na paméti, Ze se nejedna o
statickou rovnovahu?®, protoZze setrvacné sily nejsou
silami vnéjSimi.

Piiklad:

Sestavte pohybovou rovnici pro zrychlujici automobil
a vyjadrete taznou silu motoru pro dosazeni daného
zrychleni. Na automobil plsobi tazna sila motoru F,
vysledna odporova sila tieni T a odpor vzduchu F,.

-l

—i
Pt
N

Obr. 2

! Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783), francouzsky matematik, fyzik a osvicensky filozof. Spolu
s Diderotem pfipravoval Encyklopedii.

2 Jeho uplné vyjadieni se vymyké rozsahu bézné stredoskolské matematiky.

¥ Ve statickou podminku rovnovahy d’Alembertiv princip piejde pti nulovém zrychleni.
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Reseni:

K soustavé vnéjsich sil pfipojime opacné zrychlujici silu setrvacnou Fs a piSeme pohybovou

rovnici:

Tazna sila:

F—T—F,—m-a =0, kdem- a je setrvacna sila.

F=T+F,+m-a.

Na automobil pusobi samoziejmé i tihova sila, ale v pohybové rovnici psané pro
vodorovny smér vystupovat nebude. Jeji viiv se projevi napr. pri vypoctu treci sily.

VyfeSme nyni pro srovnani tuto ulohu piimou aplikaci II. pohybového zakona. Vyslednice
vnéjsich sil se pak rovna soucinu hmotnosti a zrychleni:

A

Obr. 3

T\ Fo
o

Ci

ZFi=m-a, tedy F—T—F,=m-q,

F=T+F,+m-a

@ Pri urcovani vnéjsich sil, pusobicich na téleso, uplatnime s vyhodou  metodu

uvolnovani, znamou ze statiky.

Piiklad:

Obr. 4

| I

Sestavte na zaklad¢é d”Alembertova principu pohybovou
rovnici pro urCeni sily v zavésu klece vytahu, ktery
zpomaluje se zndmym zpozdénim pii pohybu vzhiru.
Kromé tihové sily dale uvazujte vyslednou tteci silu.

Reseni:

Lano pferuSime mySlenym fezem (uvolnime klec) a
zavedeme vnitini tahovou silu. Pii zpozdéném pohybu
sméfuje vektor zrychleni proti smyslu pohybu
(zpozdéni = zaporné zrychleni). Opacné zrychlujici
setrvac¢nou silu F;, = m-a proto zavedeme ve smyslu
pohybu:

G+T—-—F—-—m-a=0,

F=G+T—-—m-a.




Pripomenme, zZe zrychleni miize byt zadano napr. prostiednictvim rychlosti a drahy
atd., znalost zakladu kinematiky je proto nezbytna.

Otazky a ukoly:

1. Cim se zabyva dynamika a ¢im kinematika?

2. Co zptsobuje zménu velikosti a sméru rychlosti télesa a jak tyto zmény vyjadiujeme?
3. Charakterizujte setrvacnou silu.

4. Sestavte pohybovou rovnici pro vzlétajici raketu a vyjadrete taznou silu motoru.

5.

Zdavodnéte, pro¢ se snaze pietrhne lanko, na némz je zavéSeno biemeno, pfi prudkém
trhnuti nez pti pozvolném zvedani.

Priklad:
Ptiklad s vytahem feste ptimou aplikaci II. pohybového zdkona.



3.POHYBOVA ROVNICE HMOTNEHO BODU

Obsah této kapitoly:

- D’Alembertuv princip — shrnuti

- Ndahrada telesa hmotnym bodem

- Metodika resent uloh d’Alembertovym principem

Eﬂl)) D’ Alembertiv princip — shrnuti

K pusobicim vnéjSim silam pripojime setrvacnou silu o velikosti m - a, ktera je silou
Vo w er 71 rv P . . y r
opaéné zrychlujici, a piSeme pohybovou rovnici analogickou statick¢é podmince

rovnovahy: vyslednice v§ech vnéjSich a setrvacnych sil je rovna nule.

a) pohyb zrychleny ve vodorovném sméru:
F — vysledna vnéjsi zrychlujici sila smyel pohybu

a
—————

N

Obr. 5

b) pohyb zpoZdény ve vodorovném sméru:
, . yevy ;o smysl pohybu
F — vysledna vnéjsi brzdna sila SR AR L A

X E—

|

Obr. 6

V obou piipadech ma pohybova rovnice tvar2:

F—m-a=0.
¢) pohyb ve svislém sméru:

Zde se uplatni vliv tihové sily. Uvedeme pouze ptipad, kdy téleso zrychluje smérem vzhiru
(napt. startujici raketa, rozjizd¢jici se vytah atd.). Ostatni moznosti si zdk doplni sam,
ptipadné budou uvedeny v piikladech.

! Pfipomefime, e setrvatna sila neni silou vn&jsi, a proto pohybova rovnice neni skute¢nou podminkou
rovnovahy, je ji pouze formalné podobna.
2 Pro nulové zrychleni piejde d’Alembertiv princip ve statickou podminku rovnovahy.
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|

G —tihova sila,

\F 0 F — tazna sila raketového motoru,
Fo — odpor prostiedi.

——

smysl pohybu Pohybova rovnice:

ma F—G—-—F,—m-a=0.

Vyraz F — G — F, predstavuje velikost vyslednice vné&jsich
sil.

<l

Obr. 7

Eﬂ!)) Nahrada télesa hmotnym bodem*

V kinematice jsme uvedli, ze téleso se mize pohybovat pohybem posuvnym (transla¢nim)
nebo otafivym (rotaénim), ptipadné pohybem slozenym. Pfi translatnim pohybu maji
vSechny body télesa stejnou rychlost a zrychleni, a proto je mozné nahradit téleso hmotnym
bodem (hmotnost soustfedime do t&zisté télesa).

Pohybova energie hmotného bodu:

1
AEk = EAm ' vz.

Pohybova energie télesa, slozené¢ho z kone¢ného poctu prvki (hmotnych bodi):

1 1
E; =ZAEk =Ev2-ZAm=§m-v2.

Téleso konajici posuvny pohyb tedy miiZzeme nahradit hmotnym bodem o hmotnosti
odpovidajici celkové hmotnosti télesa (obvykle soustiedéné do tZiste)2.

'34’)) Metodika FeSeni uloh d”Alembertovym principem

Nejprve nakreslime schéma, do néhoZ zavedeme pusobici vnéjsi sily. Poté si ujasnime,
0 jaky druh pohybu se jedna, zakreslime pro informaci smysl pohybu a vektor zrychleni
a Vv tézisti télesa zavedeme opacné zrychlujici setrva¢nou silu, jejiz velikost se rovna
m - a. Sestavime pohybovou rovnici, v niZ se soucet vnéjSich sil a sily setrva¢né rovna
nule. Re$ime neznamou veli¢inu.

Piiklad:
Uréete taznou silu motoru auta, které se rozjede z klidu za ¢as 5 s na rychlost 60 km.h™.
Hmotnost auta je m = 1200 kg a odpor proti jizd¢ je 0,01 tihové sily.

! Hmotny bod je malé t&leso, u néhoZ neuvazujeme tvar a rozméry, aviak piisuzujeme mu uréitou hmotnost.
2 Pokud se jednid o homogenni t&leso, hmotnost prvku Am nahradime tzv. diferencidlem dm a vyraz

%172 Y. Am vyrazem %vz [ dm (teme integral dm). Vysledek je v tomto piipadé stejny.
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Reseni:
Jedna se pohyb rovnomérné zrychleny z klidu. Hledame silu, kterd zptsobi tuto pohybovou
zménu, potfebujeme tedy znat zrychleni. Zadané hodnoty pfevedeme na zakladni jednotky.

v 16,67
t 5

a= =3,334 (m-s™1).

smysl pahybu

Obr. 8
Pohybova rovnice: F —0,0lmg —ma =0, F, = 0,01G,
F =0,0lmg + ma =0,01-1200-9,81 4+ 1200 - 3,334 = 4 118,52 (N).

Priklad:
Urcete hmotnost bfemene, které by se muselo zvedat na lan¢ se zrychlenim a = 3,8 m.s'z, aby
se lano pretrhlo. Priifez lana je 50,3 mm? mez pevnosti je 51 MPa.

ReSeni:
Lano pferusime mySlenym fezem a zavedeme vnitini tahovou silu. Setrvacna sila je silou
opacné zrychlujici. Pohyb je rovnomérné zrychleny z klidu.

F
smyzl pohybu

3

Obr. 9
Sila, pfi niZ se lano pietrhne, ma velikost F = S - R,, = 50,3 -51 = 2 563,5 (N).

Pohybova rovnice: G — F + ma = 0,tedy mg — F + ma = 0,

_F 25635
M=y +a 981+38

= 188,4 (kg).

Priklad:
Automobil, jehoz hmotnost je m = 1500 kg, se blizi ke kiizovatce rychlosti 45 km.h™". Na jaké
draze zastavi pomoci brzdné sily F = 10 kKN?
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Reseni:
Ukolem je vypogitat drahu. Tuto kinematickou veli¢inu uréime z rychlosti a zpozdéni (jedna
se pohyb rovnomérne zpozdény do zastaveni), které vypocitame z pohybové rovnice.

v
S= 2a smysl pohybu
AL e
Obr. 10

Pohybovéa rovnice: F —ma = 0.

Zrychleni:
F 10000

m 1500

= 6,67 (m-s™?).

Hledana draha:
12,52

2:6,67

2

Ukoly a otdzka:

1. Zformulujte postup pfi feSeni dynamické ulohy d”Alembertovym principem.

2. Zakreslete vektor zrychleni pfi zrychleném a zpozdéném pohybu hmotného bodu (télesa).
3. Piti jakém druhu pohybu a pro¢ mizeme nahradit téleso hmotnym bodem?

s = = 11,7 (m).
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4.DOBOVY A DRAHOVY UCINEK SiLY

Obsah této kapitoly:

Impuls sily a hybnost hmoty

Reseni dynamickych iiloh pomoci impulsu a hybnosti
Zakon zachovani hybnosti

Mechanicka prace

Mechanicka energie, zdakon zachovani

Reseni dynamickych iiloh energetickou metodou
Zakon zachovani mechanické energie

N A 2

Ejl)) Impuls sily a hybnost hmoty

Impulsem sily nazyvame dobovy Ucinek sily. Stejné¢ velkym impulsem muizeme plisobit bud’
mensi silou po delsi dobu, nebo vétsi silou po kratsi dobu. Tento impuls se rovna zméné
hybnosti t&lesa’. Rovnice vyjadiujici vztah mezi impulsem sily a zmé&nou hybnosti souvisi
s II. pohybovym zikonem (uvedeno pro pohyb rovnomérné zrychleny a silu konstantni

velikosti):
vV —V,
F=m-a=m- ; 0,
F-t=m-v—m-v,.

Sila F je obecné vyslednici vnéjSich sil (F = ). F;). Sily hnaci budou kladné, sily odporové
zaporné. Impuls a hybnost jsou vektorové veli¢iny, tj. pokud se smysl pohybu ticinkem
sily obrati, musime ve skalarni rovnici pridélit velikosti prislusné hybnosti opacné
znaménko.

Obecnéjsi formulace II. pohybového zdkona definuje silu pomoci casové zmény

hybnosti.

Jednotkou impulsu® o velikosti I =F-t je Ns (newtonsekunda), jednotkou hybnosti
ovelikosti H=m-v je kgm.s®. Rozmé&rové jsou ob& (vektorové) velidiny samoziejmé
totoZné.

Grafické znazornéni impulsu
V diagramu F — t (zavislost sily a ¢asu) je impuls | reprezentovan obsahem plochy pod ¢arou
priabéhu sily:

F F F

Fs

Fa

Obr. 11

! Hybnost je jakousi ,,mirou pohybu t&lesa. V historii dnesni pojmy hybnost, sila, energie splyvaly.
? Impuls se pouZivé napf. pfi uréovéni tahu raketovych motort.
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Ejl)) Reseni dynamickych tloh pomoci impulsu a hybnosti

Pomoci impulsu a hybnosti miZeme S vyhodou Fesit ulohy, v nich hraje roli ¢as jako
velicina znama nebo hledana. Vedle aplikace II. pohybového zakona nebo
d’Alembertova principu se tak jedna o dalS§i metodu FeSeni dynamickych tloh. Zde
samoziejmé nezavadime Zadné setrvac¢né sily, pracujeme pouze se silami vnéjSimi.

Pro ilustraci vyfesime piiklad, pocitany v kapitole 3 d”Alembertovym principem.
Priklad:
Urcete taznou silu motoru auta, které se rozjede z klidu za ¢as 5 s na rychlost 60 km.h™

Hmotnost auta je m = 1200 kg a odpor proti jizd¢ je 0,01 tihové sily.

Reseni:

smysl pohybu

Obr. 12
Do schématu zakreslime piisobici vnéjsi sily. Sila hnaci bude mit ve skalarni rovnici kladné

znaménko, sila odporova zaporné. Musime ovSem na pravé strané rovnice dusledné psat
hybnost kone¢nou minus hybnost pocatecni.

Impuls celkové vysledné vnéjsi sily se rovna zmeéné hybnosti télesa:

(F — Fy) -t =m- v —m- v, pocate¢ni rychlost v, = 0.

Hledana sila:
v 16,67
F=F+m- n =0,01-1200-9,81 + 1200 T =4118,52 (N).

V této tloze jsme nemuseli pocitat zrychleni jako pfi aplikaci d”Alembertova principu.

Priklad:
Hokejovy puk o hmotnosti m = 0,2 kg se pohybuje
jednim smérem rychlosti v; = 10 m.s. Uderem hole
obdrzi rychlost v, = 20 ms' v opaéném smdru.
Vypoctéte velikost impulsu sily I, ktery plisobil na puk.
Reseni:

i I=H2+H1=m'v2+m'v1=0,2'20+0,2'10=
= 6 (Ns).
K k Fy -
Obr. 13 ‘ T |

Odecteni vektorl = pficteni opacného vektoru znamena soucet velikosti hybnosti.
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Eﬂl)) Zikon zachovani hybnosti

Zakon zachovani hybnosti je mén¢ obecnym fyzikadlnim zdkonem nez zakon zachovani
mechanické energie, ale je mu formaln¢ podobny:

Pokud na soustavu nepiisobi vnéjsi sily, jeji celkova hybnost se zachovava.

Z tohoto zakona plyne:

Obdrzi-li dvé télesa stejny impuls, nabudou ve stejném case Ciselné stejné hybnosti.

Piiklad:
Jsou dana dvé télesa znamych hmotnosti spojend pruzinou. Urcete, jakych nabudou rychlosti
Vv Case t po uvolnéni pruZziny, je-li jeji stiedni sila Fp. Odpory neuvazujte.

,,,,,,, A/W

Obr. 14

ReSeni:
Ob¢ télesa obdrzi stejny impuls:

; E,-t
‘t=my vy, vy = .
D 1" 1 )
E ot F;,-t
t=m, v, v, = :
) 2" V2 2 3

Zakon zachovani hybnosti: neuvaZzujeme-li vnéjsi sily (odpory tfeni a prostiedi), celkova
hybnost, jejiz velikost je pii stlaceni pruziny O (télesa v klidu), se zachovava. Vektorove:
H; + H, = 0, skalarn¢ m, - v; — m, - v, = 0 (pohyby opacnym smérem).

Priklad:

Na vozik o hmotnosti m, = 25 kg, ktery je v klidu, hodime cihlu o hmotnosti m; = 0,6 kg.
Cihla dopadne rychlosti v; = 10 m.s* pod thlem 30°. Urdete spole¢nou rychlost voziku
s cihlou. Odpory neuvazujte.

Obr. 15
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Reseni:

U tohoto ptikladu si musime znovu uvédomit, ze hybnost je vektorova veli¢ina (piedstavme si
situaci, ze na vozik dopadne cihla kolmo — vozik se nerozjede). Uvazujeme tedy slozky
hybnosti ve sméru pohybu voziku.

Velikost celkové hybnosti soustavy pied dopadem:
H; = my - vy - cos 30.

Velikost celkové hybnosti soustavy po dopadu:
HZ :ml'vz‘l‘mz'vz

Vypocet spole¢né rychlosti po dopadu cihly (hybnosti se podle zdkona zachovani Ciselné
rovnaji):
(my; + my) - v, = my - vy - cos 30,

_my-vy-cos30  0,6-10-cos30
V2T T +my) 0,6+25

= 0,203 (m-s™1).

Uloha s cihlou a vozikem je prikladem vilohy na tzv. nepruzny rdz. Ulohy o rdzu resime
S vwhodou prave pomoci zmény hybnosti.

Ejl)) Mechanicka prace

Drahovy ucinek sily nazyvame mechanickou praci. Praci konime pfi prekonavani
odporti po draze ve sméru sily. Mechanickou praci W vypocitime, nasobime-li silu
priimétem drahy do sméru sily, nebo znasobime-li drahu sloZkou sily ve sméru drahy”.

Prace stalé sily pri zvedani bi‘emene do vysky h (obr. 16):
Ptekondvame odpor tihy, zvednutim télesa zvétSime jeho polohovou energii.

W=F-h=G-h=m-g-h

Prace Sikmé stalé sily na vodorovné roviné (obr. 17):
Prekonavame tieci silu (odpor smykového tteni).

W=F s=F-s-cosa=mg-f-cosa.

Vztah F - cos a ptedstavuje slozku sily ve sméru drahy, vztah s-cosa primét drahy do
sméru sily.

Prace stalé sily pri pohybu po naklonéné roviné (obr. 18):
Ptekonavame odpor tihy, nasobime silu F rovnou sloZce tihové sily ve sméru drahy touto

drahou s, nebo tihovou silu G drahou ve sméru této sily, tj. h.

W=F-s=G,-s=mg-s-sina=mg-h.

! Prestoze je prace veli¢inou skalarni, citime, e smér a smysl u ni hraji urgitou roli. Ve vy$si matematice je
prace vyjadrena tzv. skalarnim souc¢inem vektoru sily a polohového vektoru ve sméru drahy. Timto skalarnim
soucinem je zminény pramét.
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Vztah mg - sina = G, vyjadiuje prumét sily do sméru drahy, vztah s - sina = h vyjadiuje
pramét drahy do sméru tihové sily.

-l

G

Obr. 16
Obr. 17
Obr. 18

Nekdy se rikd, Ze naklonénd rovina uspori praci pri zvedani bremene. Uspori vSak
pouze ,,namahu “, nikoli mechanickou praci jako fyzikalni velicinu.

Grafické znazornéni prace stalé a proménné sily
V diagramu F — s (zavislost sily a drahy) je prace W reprezentovana obsahem plochy pod
¢arou prib¢hu sily:

F F F
F = fls)
5 5 5
S 5
a) b) C)
Obr. 19

Na obr. a je znazorn€na prace stalé sily (plocha obdélnika). Na obr. b) je prace sily, kterd
linedrné vzrlsta, coZ je napt. ptipad prace na pruZin€ nebo prace vykonana pfi navijeni volné
visiciho lana (plocha lichobéznika, pii Fo = 0 pak plocha trojuhelnika), a na obr. ¢ je prace
obecné proménné sily popsané funkci F = f(s).
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Pfipomenme si také diagram zkousky tahem — jeho plocha odpovida deformacni praci.
Priklad:

Vypocitejte praci ventilové pruziny, ktera je v predpruzeném stavu zatizena silou Fo = 100 N
a pii nejvetsim zdvihu ventilu s = 20 mm silou F = 250 N.

Reseni:

Fs

-l
-1

Hledana prace odpovida ciselné plose lichobéznika. Jeji
velikost miizeme urcit prevedenim na obdélnik, jehoz jedna
strana je rovna draze a druhd aritmetickému priméru
" zatézujicich sil (tedy stfedni hodnoté sily):

Fo+F 100 + 250
= s=——"".0,02 =35 ()).

W =F-
sTSET 2

N g Rozmeér joulu je Nm, proto musime stlaceni pruziny pievést
na metry.

Obr. 20

Ejl)) Mechanick4 energie, zakon zachovani

Zdvihneme-li téleso o vySkovy rozdil h, vykoname praci mg - h a téleso ma v této poloze
schopnost tutéz praci vykonat. Ma potencialni polohovou energii

E;, =mg - h.

Jinou formou mechanické energie je deformacni energie (viz pruznost a pevnost) a tlakova
energie vody.

Pada-1i téleso z této polohy, klesd jeho potencidlni polohova energie a zvétSuje se jeho
rychlost. Pfi dopadu z vysky h mtize vykonat praci

v: 1 X
W=mg-h=mg-5=§m-v.

Polohova energie se tedy preménila na pohybovou (kinetickou) energii

E,=—-m-v2
kzmv

Celkova mechanickd energie se nezménila. Celkovd mechanickd energie by byla stejna i
béhem padu (Eg + E, = konst. ), coz je disledek zakona zachovani mechanické energie.

’ ror . 7 . ’ . ’ . w . rprl
Zakon zachovani mechanické energie: celkova mechanicka energie télesa je stala".

1 - . o 1 . A (o .
Nezaménme zakon zachovani mechanické energie s obecnym zakonem zachovani energie.
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':4‘)) Reseni dynamickych tloh energetickou metodou

Pro dynamické vypoclty pouZivime rovnici, ktera vyjadiuje vztah mezi praci
zrychlujicich nebo brzdnych sil a zménou Kinetické (pohybové) energie. Rovnice
vyjadiujici vztah mezi mechanickou praci a zménou Kkinetické energie souvisi s Il.
pohybovym zikonem a se zakonem zachovani mechanické energie:

v? — v}
F=m-a=m--————,
2s
11
F-s=zm-v —5m vy M.

Sila F (F = ), F;) je vyslednici vnéjSich sil. Sily hnaci, zrychlujici maji kladné znaménko
(a jejich prace rovnéz), sily odporové (a jejich priace) maji zaporné znaménko. Opét
diisledné dodrZujeme na pravé strané rozdil energie koneéné minus energie pocatecni.
Reseni dynamickych iiloh pomoci této rovnice nazyvame energetickou metodou.

Energeticka metoda je vyhodna napr. v pripade, Ze v uloze hraje roli draha jako
velicina znamd nebo hledand. Pro ilustraci opét vyresime priklad zminovany
v kapitole o d Alembertové principu.

Piiklad:
Urcete silu F, ktera pusobi v lanech vytahové kabiny, jestlize vytah zastavi z rychlosti v = 1,2
m.s™ na draze s = 1 m. Hmotnost kabiny je 200 kg. Tieni zanedbejte.

ReSeni:
Zanedbame-li tfeni, pfekondvame pouze odpor tihové sily. Kladnou praci kona sila v zavésu
kabiny.
1 1 2
(F—G)-s=z-m-v —5 mev.
Konec¢na rychlost v = 0.

Hledana sila:

V2 1,22
F=G—m:5=200-981-200-

= 1818 (N)L

Dalsim vyhodnym uplatnénim energetické metody je situace, Ze potrebujeme resit
pohyb v tihovém poli Zemé po zakrivené draze. Tento poznatek jsme pouZili v kapitole
o odstrediveé sile (rychlost hmotného bodu ve svislé roviné).

Prace v tthovém poli Zemé (tzv. potencialni silové pole) nezavisi na tvaru drahy.

Piiklad:
Hmotny bod o hmotnosti m = 2 kg se zacne pohybovat po zakfivené draze s pocatecni
rychlosti va = 2 m.s*. Urcete rychlost v bod€ B, kde drahu opusti. Odpory neuvazujte.

2
! Opét jsme nemuseli pogitat zrychleni, v rovnici je vyjadieno vztahem :—S
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Reseni:
V tithovém poli Zem¢ nezavisi prace na tvaru drahy. Neuvazujeme-li odpory, jedina vnéjsi sila
konajici praci je sila tithova.

W=G-Ah=mg-(3-0,8).

Va

m
<

08m

Obr. 21 77

Tato préace (pokles polohové energie hmotného bodu) se projevi ptiristkem kinetické energie:

21 5
AEk=Emv _Eva'

Z rovnice W = AE;, plyne:

v = \/vj +2g-(3—-08)=+/22+2-981-22=687(m-s™b).

Rychlost nezavisi na hmotnosti.

2

Otazky a ukoly:

1. Jak je definovana hybnost?

2. Kdy je vyhodné pouzit k feSeni dynamické Glohy vztah mezi impulsem sily a zménou
hybnosti a jak zni tento vztah?

3. Vyslovte zdkon zachovani hybnosti. Jak se projevi tento zakon pii vystielu ze stielné
zbrang a pii vyskakovani z lod’ky na bieh?

4. Vysvétlete, kdy koname mechanickou praci a jak se prace vypocita.

Jaké jsou druhy mechanické energie a jak se vypocita jejich velikost?

6. Vyslovte zdkon zachovani mechanické energie a vysvétlete, jak se projevuje u padajiciho
télesa.

7. Kdy je vyhodné ulohy fesit energetickou metodou?

o1
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5.VYKON, PRIKON A UCINNOST

Obsah této kapitoly:

- Definice a vypocet vykonu

- Ucinnost

- Seriové razeni mechanickych soustav (celkova ucinnost zarizeni)

'34’)) Definice a vypocet vykonu

Vykon (diive také ,pracovni efekt“) je prace
vykonana za jednotku ¢asu. Zakladni fyzikalni vztah

p=" (w
=— W

udava stiedni (pramérny) vykon. Jednotkou® je watt
(W), v technické praxi se setkame nejcastéji s KW, u
velkych energetickych stroji s MW.

Obr. 22

U pohybu rovnomérného dosadime za praci soucin F - s a dostaneme

_W_F-s_
=—=—"7"=

P A

Vykon se u rovnomérného pohybu rovna soucinu sily a rychlosti.

U pohybu otacivého vyjadiime drahu jako délku kruznice opsanou bodem na obvodu rotoru
neho hiidele za i otacek a sila bude odvodovou silou:

p W F-s F-2nr-i
Tt ot t

=F-r-2mn =M, w.

Vykon se u rota¢niho pohybu rovna sou¢inu momentu a tihlové rychlosti.

Vztah F - 2mr - i udava praci to¢ivého momentu:
W =F-r-2mi = My - .

Velicina ¢ (rad), znama z kinematiky, je uhlovd drdha. Rovnice W = My, - ¢ je
analogicka (formalné a myslenkoveé podobna) rovnici pro primocary pohyb W = F - s.

Eﬂl)) Ucdinnost

Kazdy stroj nebo zafizeni vyuzivd jen Cast energie do ného ptivedené. Tzv. ztraty jsou
pfedstavovany energii, ktera se sice neztraci (zdkon zachovani energie), ale neni vyuZita.
Pfi¢inou ztrat je tfeni a sdileni tepla (ztraty mechanické, hydraulické, tepelné). Cast energie

! Stardi a dosud b&Zna jednotka (napf. mezi motoristy) kit (k) je piiblizng 0,735 kW. Pro zékladni predstavu
staci pamatovat si orientaén¢ ¥4 kW.
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nevratné¢ odchazi ve form¢ tepla podle II. termodynamického zdkona. Je-li napt. pFikon
(ptivadény vykon) stroje 4 kW a vykon 3 kW, znamena to, ze se k uzite¢né ¢innosti vyuzilo
jen 75 % (tedy 3/4) ptikonu. Tento pomér nazyvame ucinnosti.

U¢innost 7) je pomér vykonu ku p¥ikonu. Je mirou vyuZiti pFivadéné energie.
P,
n=—<1(100%).
Py

Uc¢innost miiZeme také vyjadrit pomoci praci ¢i energii, jako pomér idealniho hnaciho
ucinku ku skute¢nému hnacimu acinku, nebo jako pomér skuteéného zatézného ucinku
ku idedlnimu hnacimu G¢inku.

idealni hnaci uc¢inek skutecny zatéZny ucinek
m= skute¢ny hnaci acinek = idedlni zatézny ucinek
UCINKY UCINKY
HNACI ZATEZNE
PRIVEDENY ODVEDENY
VYKON P L. VYKON P,
1ZTRATOV?
YYKON P,
Obr. 23
Bilance vykonu:
P, =P, +P,.

':4')) Sériové Fazeni mechanickych soustav (celkova ucéinnost zarizeni)
Jedna se napf. o soustavu motor — spojka — pfevodovka — pohanény stroj:

 —— MOTOR SPOJKA PREVODOVKA HNANY STRO) |——sr

Do motoru piivadime: Py,

z motoru odvéadime: Py - 14,

do spojky ptivadime: P; - 74,
ze spojky odvadime: P; - 14 - 1,
atd.

Vykon odvadény ze zarizeni: P, = P; -1, "1, * ...* n,,. UCinnosti se nasobi.
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Piiklad:
Jefab zveda bfemeno m = 5t za 20 sdo vysky 5 m. Urcete ptikon elektromotoru v KW,
jestlize celkova ucinnost je 70 %.

Reseni:
Vykon potiebny pro rovnomérné zvedani biemene:

h 5
P, =G v=mg:-=5000 98155 =122655 (W).

Piikon:
P, 122565
Pl = 7 = T =17 509,29 (W) = 17,5 (kW)

Obr. 24

Piiklad:
Odvod’te rovnici pro ucinnost zvedani Sroubového zvedaku.

ResSeni:
Pouzijeme poznatku, ze G€innost je dana pomérem idealniho hnaciho G¢inku ku skutecnému.

Ideélni hnaci ucinek (ze statiky):
F, = G -tanvy, kde F; je obvodova sila, G tihova sila bfemene a y je uhel stoupani.

Skutecny hnaci ucinek:
F, = G -tan(y + ), kde ¢ je tfeci Ghel.

Uc¢innost zvedani:
tany

n= tan(y + @)

Priklad:

Na vstupni htidel tfistupniové prevodovky je ptivadén piikon P; = 13,1 kW. Otacky vstupniho
hiidele jsou n; = 1520 min™. Ozubena kola pievodovky maji tyto poéty zubi: z; = 59, 7, = 32,
23 =54, 24 = 27, 75 = 49, 76 =22. Mechanicka uc¢innost kazdého soukoli je 0,93. Urcete vykon,
ktery pfenasi vystupni hiidel ptevodovky, a jeho kroutici moment.

Reseni:
Celkova ucinnost: 7, = n3 = 0,933 = 0,804.
Vystupni vykon: P, = P, * 1, = 13,1 - 0,804 = 10,54 (kW).

Ptevodovy pomér:

i N Zy Zy Zg
lg=—=—r—:=
Ng Zy1 Z3z Zsg
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Vystupni otacky:

g ABLT5 5p0.20. 20 49—1248386( in~1) = 208,06 (s!
Mo =M e 76 32 27 22 /86 (min™") = 208,06 (s )
- multiplikator

Kroutici moment:

P, 10540
w, 2m-208,06

9

Otazky a ukoly:

1. Jak je definovan prumérny vykon?

2. Vyjadtete G€innost zatizeni.

3. Jak se vypocita celkova u¢innost mechanické soustavy slozené z nékolika stroji nebo
mechanisma?

4. Jak se vypocita prace a vykon momentu?

My, = = 8,06 (Nm).
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6. POHYB HMOTNEHO BODU PO KRUZNICI, ODSTREDIVA SiLA
Obsah této kapitoly:

- Dostrediva a odstrediva sila

— Pohyb ve vodorovné roviné — pohyb vozidla v zatacce
- Pohyb ve vodorovné roviné — hmotny bod na zavesu
- Pohyb ve svislé roviné

':4’)) Dosti‘ediva a odsti‘ediva sila

Pokud na hmotny bod nepiisobi sila, pohybuje se tento hmotny bod rovnomérné
primocare. Ma-li se hmotny bod pohybovat po kruznici (obecné po zakrivené draze),
musi na néj puhsobit dostiediva (centripetalni)
sila Fp, ktera méni smér vektoru rychlosti.

Dostfedivou silou mize byt tfeni (automobil
v zataCce), sila ve vlakné (lano, fetéz, tahlo),
V pruzing, pfitazliva sila atd. Projevem setrvacnosti
hmotného bodu je opacné zrychlujici setrvaéna
odstiediva (centrifugalni) sila Fc, pomoci niz
muzeme na zakladé d’Alembertova principu
formulovat pohybovou rovnici pro hmotny bod
rovnomérné se pohybujici po kruznici.

Obr. 25
FD_FC:O,kdeFC:m'an.

Normalové (dostiedivé) zrychleni:

Sila dostrediva je silou vnéjsi, sila
odstirediva silou setrvacnou.
Odstredivé sily vyuzivaji odstredivky

(odlucovani latek), odstrediva
Cerpadla, odstredivé regulatory aj. U télesa

Vvoew

Obr. 26

Ejl)) Pohyb ve vodorovné roviné — pohyb vozidla v zatacce

r Na vozidlo projizdéjici zataCkou ptsobi vnéjsi sily: tihova,
normalova slozka reakce, tfeci (dostfedivd). Setrvacnou
T r_] N silou je sila odstfediva.

- T Vozidlo mlze projit dvéma meznimi stavy: prvnim je

smyk, druhym je pieklopeni. Z piislusnych rovnic

b vypocitame dvé rychlosti, pfi nichz k témto meznim
stavim dojde.

<l

Obr. 27
26



Smyk:
Pohybovéa rovnice v ose x:

Fe—=T=0
Statickd podminka rovnovahy v ose y:
G—N=0
Zakon smykového tfeni:
T=N-f.

Po dosazeni do pohybové rovnice obdrzime:
2
%
m-—-—mg: f=0.
Rychlost na mezi smyku:

v=,r-g-f.

Tato uloha zasahuje jiz do kapitoly o vazaném pohybu hmotného bodu se trenim, coz
bude podrobnéji probrdno pozdéji.

Preklopeni:
Klopny moment:
Mk = FC ' h
Moment stability:
b
Ms = G ) E
Mezni stav:
v? b
Mk=MS' m7h=mg§
Rychlost na mezi pieklopeni:
_|r-g-b
Y= 2n

bodem, kolem nehoz hrozi preklopeni (vnéjsi kolo). Zjednodusujicim predpokladem je,
Ze tezisté lezi na ose vozidla (v poloviné rozchodu). Podle toho, ktera z mezmich
rychlosti vyjde mensi, dojde bud’ drive ke smyku, nebo k preklopeni.

@ Na mezi preklopeni prochazi nositelka vyslednice tihové a odstredivé sily prave

'34')) Pohyb ve vodorovné roviné — hmotny bod na zavésu

Ptikladem muze byt fetizkovy kolotoc€, z technické praxe pak napf.
odsttedivy regulator - roztéznik. Zavés se nastavi ve sméru
nositelky — vektorové primky vyslednice tihové a odstiedivé
sily. Situace je analogickd ptfedchozimu piipadu — pieklopeni
vozidla. V tom pfipad¢ Ize zvysit maximalni rychlost naklonénim
vozovky, aby zminéna vyslednice byla pokud mozno kolma
k vozovce. Vsimnéte si, ze vnéjsi kolejnice na zZeleznici je
Vv zatdCce mirn€ vyS nez kolejnice vnitini. Extrémni klopeni ma
napf. cyklisticky oval.

Obr. 28
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{ Silovy trojihelnik:

I . G mg g
. ~ ana = — = =—.
2“? - Fr mrw? rw?

Polomér rotace:

r=1-cosa.

NSN

=

ol
"

Obr. 29

Vypocet thlu o
g

tanag = ————.
l-w?-cosa

Pouzitim vztahu:

tana -cosa = sina
dostaneme:

sina = .
[ w?

Velikost sily ve vlakn€ obdrzime pouzitim Pythagorovy véty:

FR - ’FCZ + GZ.

=) Pohyb ve svislé roving
o uu , Pfi tomto druhu pohybu mé vyznamny vliv nejen odstrediva, ale i
yil &4 tihova sila. Tomuto pohybu odpovidd pohyb détské houpacky,
z technické praxe pak napf. pohyb materidlu po bubnu pasového
dopravniku, rotace nevyvazeného rotoru atd. Rovnéz lze takto
modelovat pohyb vozidla piejizdéjiciho terénni vinu. V letadle se
. timto pohybem pfi vycviku astronautii simuluje chvilkovy stav
beztiZe.

wewrs

sila N (sila ve vlakné nebo reakce podlozky). K nim zavedeme
odpovidajici setrva¢né sily: teCnou setrva¢nou silu ma, a
setrvac¢nou odstiedivou silu ma,,.

Obr. 30

Ukolem bude sestavit slozkové rovnice ve sméru te¢ny a normaly K trajektorii, vypodcitat
normalovou reakci a rychlost v obecném bodé. Déle miiZzeme vySetfovat, za jakych podminek
se bod udrzi na kruhové draze, nebo kde bude rychlost maximalni a minimalni. Bod bude
vypustén z obecné polohy a bude mu udélena poc¢atecni rychlost vy.
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Obr. 31

Uvolnéni bodu:

Obr. 32

Ve sméru tecny k trajektorii:
Gi—m-a,=0;, m-g-sing—m-a, =0.
Ve sméru normaly:

2
v
G,— N+ F;=0; m-g.cos<p—N+mT=0.

Tecné zrychleni: a; = g - sin ¢

Rychlost ur¢ime nejsndze ze zakona zachovani
mechanické energie; pokles polohové energie se
pfeméni na piiriistek energie pohybové:

Lo
m-g-(h ho)—zm (v v5),

v=Jv§+2-g(h—h0).

Z rovnice ve sméru normaly poté mizeme vypocitat reakci N:

172

N=m-g.cos<p+m7.
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Poloha A;:
Dosazeno nejveétsi rychlosti (W = 1) vy, = \/ vE +2-g(r— hy).
Nejvetsi sila ve vlakné:

2

Umax

Npax =m=-g.cosp +m .
r

Poloha As:
Minimalni rychlost (N = - 1): Vpyn = /VE + 2+ g(—=1 — hg) = JvZ — 2 g(r + hy).
Pohybové rovnice:

2 .
min
= 0.

r

v

N+m-g—m

Sila ve vlakné:

Aby se bod viibec udrzel na kruhové draze, musi v poloze A; platit F, = G:

2

Unmin
m =m-g,tedy v, = T
- g Y Umin =9

Piiklad:
Urcete potiebnou rychlost, kterou musi mit motocyklovy kaskadér v draténé kouli (,,sténa
smrti‘), aby mohl bezpecné projet vrcholem koule (tj. hlavou dold). Koule mé pramér 5 m.

ReSeni:

Ve vrcholu koule musi nastat minimalné¢ dynamicka
= rovnovaha — rovnost tihové a odstfedivé sily. Pro bezpecny
prujezd musi platit:

F. > G,

g’

tedy v > \/g 1=4/9,81-2,5=4,95(m-s1).

Obr. 33

Rychlost musi byt vétsi nez 4,95 m.s™?, tj. 17,82 km.ht,

2

Ukoly a otdzky:

1. Jaky je vztah mezi dostfedivou a odstfedivou silou?

2. Proc¢ je vnéjsi kolejnice v zatacce vys nez vnitini?

3. Uvedte podminku, aby se bod pfi pohybu po kruznici ve svislé rovin¢ alespon udrzel na
kruhové dréaze.

4. Odvodte vztah pro potifebnou pocatecni rychlost Vo, aby se volné pohybujici bod alespon
udrzel na kruhové dréaze.
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7.VAZANY POHYB HMOTNEHO BODU A POSUVNY POHYB
TELESA

Obsah této kapitoly:

- Pohyb volny a vazany

- Pohyb se trenim po vodorovné roviné
- Pohyb se trenim po naklonéné roviné

':4’)) Pohyb volny a viazany
Volny pohyb nastane, kdyz se hmotny bod nebo téleso nestyka za pohybu s jinym télesem.

Vézany pohyb je pohyb omezeny vazbami. Vazby omezuji pocet stupiii volnosti bodu nebo
télesa. Zakladni metodou feseni vazaného pohybu je metoda uvoliiovani:

Téleso uvolnime (odstranime vazby) a jejich ucinky na téleso nahradime vazbovymi
silami (reakcemi). Takto uvolnéné téleso pak ieSime jako téleso volné.

Téleso pohybujici se posuvnym pohybem (drahy, rychlosti a zrychleni vSech bodu
telesa jsou v daném okamziku stejné) resime jako hmotny bod.

Eﬂ’)) Pohyb se tFenim po vodorovné roviné

Reseni s vyuzitim d’Alembertova principu je analogické se statikou. Slozkami vazbové sily
budou sily tfeci a normélova.

Piiklad:
Sestavte pohybovou rovnici télesa, které se pohybuje po vodorovné roviné zrychlenym
pohybem ucinkem sily F.

G
Obr. 34
Reseni:
T ma T
- - = Qo b=
FNF, IN r N
y Y Fa
3 //‘[
Fx _ F
! T G o |F
T Fx
Obr. 35



v

Téleso nejprve uvolnime. Zvolime soutadny systém, zakreslime zatézujici vnéjsi sily F a G a
rozlozime je do sméra souradnych os. Pfipojime druhotné — vazbové sily, resp. slozky reakce
podpory (tfeci silu T a normalovou slozku N) a setrvacnou opa¢né zrychlujici silu o velikosti
m.a. Pohybovéa rovnice — podminka dynamické rovnovahy bude mit tvar:

F,—T—-—m-a=0,tedy F-cosa —T—m-a=0.
Pohybovou rovnici doplnime statickou podminkou v ose y a zdkonem smykového tfeni:

F,+N—-G=0,tedy F-sina+N -G =0,
T=N-f.

Po dosazeni do pohybové rovnice obdrzime rovnici o jedné neznamé, kterou bude vétsinou
sila F nebo zrychleni a:

F-cosa—(G—F-sina)-f—m-a=0,tedy F-(cosa+ fsina)—G-f—m-a=0.

Z vypocitaného zrychleni miizeme resit napr. drahu nebo rychlost v urcitém case.
V tomto smyslu je priipravou pro dynamiku kinematika.

Ulohy mizeme fesit také energetickou metodou (feseni pouze nazna¢ime):

(E,—T) s = ! 2 _1 2

. s=gm:-v°—om-vg.

Dopliiujici rovnice jsou totozné (podminka rovnovihy ¥, Fj,, = 0 a zdkon smykového tfent).
Energetickou metodu s vyhodou vyuzijeme, je-li zadana ¢i pozadovana draha. V podobném
smyslu (pokud je jednou z veli¢in ¢as) lIze ulohu fesit i pomoci zmény hybnosti.

Priklad:
Nakladni automobil dopravuje na své loZzné plose nezajisténé biemeno o hmotnosti m.
Soucinitel tfeni mezi korbou a bfemenem je f = 0,4. Stanovte, s jakym nejvétsim zpozdénim
muze automobil brzdit, aby se bfemeno neposunulo, a za jakych podminek by doslo
k pteklopeni biemene.

WL

ma

ol

|

|
)
=
ol

Obr. 36
Obr. 37

Reseni:

a) posunuti bfemene:

Protoze se jednd o zpozdény pohyb, zavedeme setrvacnou silu ve sméru pohybu. Pohybova
rovnice:
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T—m-a=0.

Podminka rovnovahy a zakon smykového tieni:
N—-m-g=0,
T=N-f.

Podosazeniim-g-f—m-a=0,amex =9 f =981-0,4 =3,924 (m-s2).

b) pteklopeni bfemene:
Meznim stavem je rovnovaha momentu klopného (moment setrvaéné sily) a momentu
stability (moment tihové sily):

m-a-c=m-g-b.
Maximalni zrychleni na mezi pteklopeni:

b

a =g —.
max g c

Eﬂ')) Pohyb se tienim po naklonéné roviné

Ulohu fesime zcela analogicky s pohybem po vodorovné roving, v pohybové rovnici piibude
pouze slozka sily tihové. Soutadnou soustavu zavedeme s vyhodou tak ze osa X je rovnob&zna
s naklonénou rovinou. Sila F mlze mit zcela obecnou polohu, zde ukdzeme feSeni na piikladu
sily rovnob&zné s naklonénou rovinou. V ostatnich ptipadech je tieba silu rozlozit.

a) pohyb vzhiiru:

Pohybova rovnice ), F;,, = 0:
F—G-sina—T—-m-a=0,

N—G-cosa =0,

T=N-f.
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Dosazeni do pohybové rovnice:

F—mg-sina—mg-f-cosa—m-a=0.

Z této pohybové rovnice 1ze opét fesit kteroukoli velic¢inu jako nezndmou.
Diskutujme nyni ptipad, ze velikost sily F je O:
F=mg-sina+mg-f-cosa+m-a=0.

Pro zrychleni pak plyne:
a=-—g-(sina+ fcosa).

Znamend to, ze téleso se pohybuje zpozdénym pohybem, tj. bylo vrzeno vzhiru po
naklonéné roviné s pocatecni rychlosti Vo a jeho rychlost klesd podle vztahu zndmého

z kinematiky:
v = vy — a-t, piipadné v = \/v§ — 2as.

Reseni problému pomoci energetické metody pouze naznacime:

_ 1 1
(F—mg-sma—T)-s=§m-v2—§m-vo.

b) pohyb dolii:

Obr. 41
Obr. 42
Obr. 43

Pohybova rovnice Y F;,, = 0:
F+G-sina—T—m-a=0,

N—G-cosa =0,

T=N-f.
Dosazeni do pohybové rovnice:

F+mg-sina—mg-f-cosa—m-a=0.

Vypocet sily F:
F=mg-(f-cosa—sina) +m-a.
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Je-li sila F rovna 0, znamena to, ze velikost zrychlenti je:
a=g-(sina—f-cosa)

a téleso sjizdi po naklonéné rovin€ pouze u¢inkem vlastni tihy.

Samosvornost naklonéné roviny:

Pro mez samosvornosti plati a = 0, tedy (sina — f - cosa) = 0.

Odtud:
sina _

=tang = =tana,a = Q.
f ¢ cosa 14

Uhel sklonu naklonéné roviny se rovné tiecimu thlu. Na mezi samosvornosti je téleso bud’
v klidu, nebo se samovolné& pohybuje pohybem rovnomé&mym®.

Je-li naklonéna rovina samosvorna, sila F musi ptsobit jednozna¢né doli. U nesamosvorné
naklonéné roviny mohou nastat ptipady, Ze sila ptsobi doll a téleso urychluje vedle slozky
sily tihové, nebo ze pusobi proti smyslu pohybu (brzdna sila) a téleso pak klesd s mensSim
zrychlenim, pfipadné klesd pohybem zpozdénym.

Priklad:

Néamoini lod’ o hmotnosti m = 5.10° kg se pohybuje pii
spousténi na vodu po skluzu se sklonem o = 3,81°. Skluz
je dlouhy s = 90 m. Ové¢ite, zda je sklon skluzu
dostate¢ny pro samovolny pohyb lodi pfi souciniteli tfeni
0,05, urcete zrychleni pohybu lodi, kone¢nou rychlost na
konci skluzu a kinetickou energii na konci. Porovnejte
feSeni d’Alembertovym pricipem a energetickou
metodou.

Obr. 44

Obr. 45
Obr. 46

ReSeni (d’Alembertiv princip):
Sily v obrazku nejsou kresleny v métitku. Soufadnd osa X bude rovnobézna s naklonénou

rovinou a pohybova rovnice bude ve tvaru }; F;,, = 0. Nejprve ovétime dostatecnost sklonu:

@ =tan"10,05 = 2,86° < «, tfeci thel je mensi neZ sklon, thel sklonu je tedy dostate¢ny.

1V pohybové rovnici bude zrychleni rovno 0 a pohybové rovnice piejde ve statickou podminku rovnovahy.
Podminka rovnovahy je podobnym specialnim piipadem obecného d”Alembertova principu jako rovnice II.
pohybového zakona.
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Pohybova rovnice a dal$i podminky:
mg-sina—T—-ma=0,N—mg-cosa=0,T=N"f,

mg -sina —mg - f-cosa —ma = 0.

Zrychleni:
a=g-(sina—f-cosa)=9,81"-(sin3,81 — 0,05 cos 3,81) = 0,162 (m-s~2).

Kone¢na rychlost:
v =+2as =,/2-0,162-90 = 5,4 (m-s™1).

Kineticka energie:
1 1
E, =§m-v2 =§-5-106-5,42 =72,9-10° (]).

Reseni (energeticka metoda):

1
(mg-sina—T)-s=Em-v2.

Zbylé rovnice jsou stejné.

1
(mg-sina—mg-f-cosa)-s =§m-v2.
Rychlost:
v=,2"s-(g-sina—g-f-cosa)=42-90-9,81-(sin3,81 — 0,05 cos 3,81) =
=54(m-s™1).

Zrychleni:
_V_ 5% 0,162 -2
@ =os T390 %162 (m-s77).

Vypocet kinetické energie je stejny.

2

Otazky:

1. Jaky je rozdil mezi pohybem volnym a vazanym?

2. Kdy Ize téleso tesit jako hmotny bod?

3. Jaké jsou podminky pro to, aby téleso sjizdélo po skluzu pohybem rovnomérnym
a pohybem zrychlenym?

4. Jaky je postup pii feSeni lohy energetickou metodou? Zavadime setrvac¢nou silu?
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8. DYNAMIKA ROTACNIHO POHYBU

Obsah této kapitoly:

Pojem momentu setrvacnosti télesa

Moment setrvacnosti télesa k ose neprochazejici tezistem, Steinerova véta
Moment setrvacnosti sloZzeného télesa

Zakladni rovnice dynamiky pro rotacni pohyb

Analogie mezi posuvnym a rotacnim pohybem

il il

':4’)) Pojem momentu setrvacnosti télesa

| e w o . v 7 , o7 7 w
T I M Pro popis setrvaénych vlastnosti rotujiciho télesa

a sestaveni pohybové rovnice nam nestac¢i hmotnost.

~ % Sami urcité citime, Ze jinak se chova rotujici kotoué

. | ajinak napf. rotujici ty¢. Kromé hmotnosti zde hraje

ulohu i tvar télesa a rozloZzeni hmoty kolem osy

rotace. Tyto vlastnosti postihuje moment setrvaénosti
l.

Vztah pro moment setrvacnosti odvodime pomoci
kinetické energie:
Hmotny bod na obecném poloméru p ma kinetickou
energii:

1

E, ==Am-v?,
kzmv

v=p-w.

Kinetickd energie celého rotujiciho télesa:

1 1 1
Ey =zzAm-v2 =Ea)22p2Am =Elo-w2.

Obr. 48

Vyraz Y, p?Am oznalujeme I, a nazyvime moment setrva¢nosti télesa k ose O. Jeho
jednotkou je kg.m?.

Moment setrvacnosti pocitime metodami vysSsi matematikyl. Pro praktickou potiebu
vyuzivame jiz odvozenych vztahii pro momenty setrvacnosti zédkladnich geometrickych téles.

Podle ddle uveden)}ch vztahi pocitame momenty setrvacnosti k ose prochazejici

Vvoev

! Obecny vztah pro moment setrvaénosti spojitého télesa je [ p2dm (integral).
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Téleso Moment setrvacnosti |,
\
Hmotny bod I, =m-7r?
S
Tenky vénec _ 2
(sttedni polomér r) lo =m-r
Rotujici _m-r?
kotoué/vélec lo= 2
24 .2
Duty valec o =m: R -ZI_ r
2
Koule I, ==m-r?
5
| m-[?
i E— S — u °~ 12
[
Hranol (k podéIné 7 b? + h?
ose soume&rnosti) It l,b=m-" B

Eﬂ’)) Moment setrvacnosti télesa k ose neprochazejici tézistém, Steinerova véta
Moment setrvacnosti télesa k mimotézistové ose O odvodime na soustavé dvou hmotnych

WVt

r+4a

Obr. 49

Iy, =m-(r—a)>+m-(r+a)?

Iy=m-(r?*=2ra+a®)+m-@?+2ra+a®) =2m-r*+2m-a?
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Obecné: I, =1,+m-a?

Moment setrvacnosti k ose neprochazejici tézistém vypocitame, kdyz k momentu

setrvacnosti k ose prochazejici téziStém pri¢teme souin hmotnosti télesa a druhé
. - . . v, 1

mocniny vzdalenosti obou os (Steinerova véta®).

Priklad:

Vypoctéte moment setrvacnosti tyCe k ose prochazejici jejim koncem.
Reseni:

Pouzijeme Steinerovy véty.

. =1 + Z_m'lz_l_ (l)z_mlz_l_mlz_mlz

o Tl T TR TN T2 T2 T 3

':4’)) Moment setrvacnosti sloZeného télesa

Z odvozeni momentu setrvacnosti vyplyvd, Ze momenty setrva¢nosti lze algebraicky
sCitat (moment setrva¢nosti vznikl jako soucet, resp. jako integral). Pouzili jsme to uz
pri odvozeni Steinerovy véty.

IO = Z IiO'

Toho vyuZijeme pri vypoctu momentu setrvacnosti sloZenych téles. Diilezité je vztahovat
momenty setrvacnosti vSech ¢asti k téZe ose.

Piiklad:
Odvod’te vztah pro vypocet momentu setrvacnosti homogenniho dutého valce o polomérech R
ar k ose soumérnosti O.

Obr. 50

Reseni:

Moment setrvacnosti vypocitame jako rozdil momentl setrvacnosti valct o polomérech R ar.
Iy = 1oy — Iz

Vyjadiime hmotnosti:

my =V, p=m-R?>-1-p,

my,=Vy-p=m-r%-1-p.

! Podle §vycarského matematika Jakoba Steinera (1796-1863). Vztah byl viak znam jiz podstatn dfiv.
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Moment setrvaénosti:

m;-R? my:r? mw-R*:l-p mw-r*l-p R*—r*
10: 2 — 2 = 2 — 2 :n-.l.p. 2 —
R?>+712)-(R*—1? R? 4+ 1r? R? 4+ 1r?
:T[.l.p.( )2( ):T[.(Rz_rz).l.p. 2 =m:- 2 3

Piiklad:

Vypoctéte moment setrvacnosti k 0se O télesa slozeného z ocelové koule o priméru D = 60
mm a valcové tyce o praméru d = 20 mm a délce | = 300 mm. Hustota obou ¢asti je o = 7800
kg.m>.

|
_[— ———— y T 1

s |
Obr. 51 ’
Reseni:
Moment setrvacnosti slozeného télesa:
Iy =1o1 + 1o
Hmotnosti téles:

- d? m+0,0202%

m=V,p= -l-p=T-0,3-7800=0,735(kg),

4 4
my,=V, p= 37T R3-p= 37T 0,030% - 7800 = 0,882 (kg).

K vypoctu momentl setrvacnosti obou ¢asti potfebujeme Steinerovu vétu:

my - 12 N> my-12 0,735-0,32 ,
Iy = m1-<§) =T = 2 0,022 (k)

2 2
lyz =<my R* +my - (I +R)* =<+ 0,882-0,030% + 0,882 0,330° = 0,096 (kgm?),

Iy = 1,4 +1,, = 0,0221 + 0,0964 = 0,118 (kgm?).

Eﬂl)) Zakladni rovnice dynamiky pro rota¢ni pohyb

Na hmotny bod hmotnosti 4m ptisobi vnéjsi zrychlujici sila AF a dostiediva sila AFp. Ta je
projevem napi. vnitinich sil, tedy soudrznosti materidlu. Vnéjsi zrychlujici a dostiedivé sile
piifadime podle d”Alembertova principu setrvacné sily, tedy sily Ama; (te€na slozka setrvacné
sila) a AFc (setrvacna odstiediva sila).
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Dynamickou rovnovdhu hmotného bodu odvozenou
z d’Alembertova principu vyjadiime momentovou rovnici
k ose otaCeni, pficemz normalové sily (dostiediva a
odstredivd) maji moment nulovy:

AF-p—Am-a,-p=0.

Moment vnéj§i zrychlujici sily AF -p oznatime AM a
tecné zrychleni vyjadifime pomoci zrychleni thlového
(pfepokladame pohyb rovnomérné zrychleny nebo
zpozdény s konstantnim zrychlenim &):

AM — Am-¢-p? = 0.

Obr. 52

Pro celé téleso pak plati®:
M—e-ZpZ-Am=0.

Po zavedeni jiz zndmého momentu setrvacnosti:

M-—1,-¢=0.

Rovnice M — 1, & =0 je zakladni rovnici dynamiky pro rota¢ni pohyb. Piedstavuje

aplikaci d"Alembertova principu. Moment M je vysledny moment vnéjsSich sil ptsobicici
na téleso a soucdin /, - ¢ predstavuje opaéné zrychlujici moment setrva¢nych sil’.

Mezi veli¢inami a vztahy pro posuvny a otacivy pohyb plati nasledujici analogie.

Ejl)) Analogie mezi posuvnym a rota¢nim pohybem
Podobny vztah jako mezi pohybovou rovnici (II. pohybovym zakonem) pro oba druhy pohybt
je 1 mezi ostatnimi vztahy.

Analogické veliiny

Posuvny pohyb Otacivy pohyb
drdha S uhlova draha Q
rychlost v uhlova rychlost ®
(te¢né) zrychleni a uhlové zrychleni €
normalové zrychleni an=0 normalové zrychleni an
hmotnost m moment setrvac¢nosti lo
sila F to¢ivy moment M

V piipadé kinetické energie pouzivame u rotaéniho pohybu pojmu rotacni energie,
analogickou veli¢inou k impulsu sily je impuls momentu a veli¢inou analogickou k hybnosti
je moment hybnosti. Ptislusné vztahy souviseji stejné jako u posuvného pohybu. Pomoci

! Se symbolikou integralniho podtu plati pro spojité téleso M — & - [p?-dm=0.
% Nabizi se ndzev ,setrvaény moment“, ale ten zde neni na misté, protoZe setrvaény moment je jina konkrétni
veli¢ina.
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momentu hybnosti bychom mohli odvozovat napt. pracovni rovnici odstfedivého Cerpadla
nebo fesit pohyb po sepnuti spojky (loha obdobna razu pti pfimo¢arém pohybu).

Analogické vztahy
Posuvny pohyb Otacivy pohyb
zékladni zékladni
rovnice F=m-a rovnice M=1,¢
kineticka 1 ) rotacni 1 5
energie Ex=5m-v energie Er =3l w
impuls
impuls P momentu P
a hybnost Frt=m-v=m-v, a moment M-t =1lo-w=1Io-wo
hybnosti
prace oo r -, 1 ., |prace oo, 1y
a energie Frs=om-v"—om-vg | 5 energie M-¢ =3l w” =5l g

Ulohy fesime zcela shodnymi postupy, které jsme aplikovali u posuvného pohybu.

Priklad:
Letecka vrtule s momentem setrvagnosti l, = 5 kg.m? je pohan&na to&ivym momentem M =
637 Nm. Z otacek no = 500 min™ zrychli na otagky n = 3000 min™. Uréete, za jakou dobu se

m otaCky zrychlily a jaky je maximalni vykon motoru P

(pti otackach n).
| ReSeni:

Pohybova rovnice: M — 1, - € = 0.

Uhlové zrychleni:
M 637
=—=—"=127,4(s72).
£ I z 7,4 (s™%)

Obr. 53
Vypod&et uhlovych rychlosti: wy = 2w ny = 2m - 8,333 = 52,36 (s71),
w=2m-n=2m-50=314,16 (s 1).

Vypocet ¢asu z thlového zrychleni:

W — Wy

w—wy 314,16 — 52,36
e 127,4

>t =

£= = 2,05 (s).

Rychlejsi feSeni se nabizi na zakladé pfimého vyuziti vztahu mezi impulsem momentu a
momentem hybnosti vrtule:
M-t=1,-w—1," w,y,

_c 314,16 — 52,36 — 205
M 637 - ’—(S)
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Maximalni vykon motoru: P = M * w = 637 - 314,16 = 200,12 - 103 (W) = 200 kW.

Priklad:

Vypoctéte moment setrvacnosti setrvacniku, u kterého klesnou otacky po vykonani prace W =
1260 J z hodnoty n; = 320 min™ na n; = 254 min™,

Reseni:

Vykonana prace je rovna zméné rotacni (kinetické) energie. Protoze setrvacnik je zatizen
odporem, praci pfitadime zaporné znaménko:

W =§Io -w% —EIO -w%.

Vypodet tthlovych rychlosti: w; = 2w n,; = 2 - 5,333 = 33,51 (s71),

wy, =2mn, = 2w+ 4,233 = 26,60 (s71).
Moment setrva¢nosti:

—2W —1260
I, =

= - = 3,034 (kg - m?).
w? —w? 26,602 — 33,512 (kg - m’)

Piiklad:

Rotujici hmota o momentu setrvacnosti
lo1, ktera se otac¢i okamzitou uhlovou
rychlosti @y, se tfeci spojkou spoji
S rotorem 0 momentu setrvacnosti lgp,
ktery je v klidu. Urcete okamzitou
hodnotu spoleéné rychlosti @, pokud se
oba rotory otaceji volné bez ptivodu
energie.

02

Obr. 54
ReSeni:
Uloha je analogicka tloze o nepruzném razu téles, ktery jsme fesili pomoci zdkona zachovani
hybnosti. I zde plati zakon zachovani momentu hybnostil:

Moment hybnosti soustavy pied spojenim: My, = I,1 - w4 + 0.

Moment hybnosti soustavy po spojeni: My, = (I,1 + 1,2) * w.

Z rovnice My, = My, plyne:

101

w=w T/
! (Iol +102)

Dussledkem snahy o zachovani momentu hybnosti je mj. i tzv. Coriolisova sila, ktera vznika vzdy, kdyz se téleso
pohybuje po jiném rotujicim télese od stiedu nebo ke stfedu. Plsobi tedy i na télesa pohybujici se po povrchu
Zemé. Zvlast patrné je to u velkych hmotnosti (mofské nebo vzdusné proudy, veletoky apod.).
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